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Los teoremas de Fréchet, Montel y Popoviciu y los grafos de 
los polinomios discontinuos 


por 

J. M. Almira y Kh. F. Abu-Helaiel 


Resumen. Pretendemos introducir al lector en los problemas de regularidad 
para las ecuaciones funcionales. Para ello, hacemos un seguimiento detallado de 
algunos resultados relacionados con la regularidad de la ecuación funcional de 
Fréchet. En particular, se demuestran los teoremas clásicos de Fréchet, Montel 
y Montel-Popoviciu, y se estudia el grafo de las soluciones discontinuas de la 
ecuación funcional de Fréchet. Este artículo tiene vocación de ser un homenaje 
a Tiberiu Popoviciu, un matemático rumano que, en nuestra opinión, merece 
ser recordado entre los grandes del análisis matemático. 


1. Motivación: la ecuación funcional de Caucha 

Hace algunos años apareció, en esta Gaceta de la RSME, un interesante artículo 
sobre ecuaciones funcionales [S]. En dicho trabajo el profesor Enrique Castillo, de 
la Universidad de Cantabria, nos convenció a todos los lectores (o, cuando menos, 
al primero de los autores de este trabajo, quien descubriría esta joya poco tiempo 
después, cuando participó en la Redacción de esta revista), del interés fundamental 
que tiene esta rama del análisis matemático, no sólo por su belleza sino también 
por su enorme versatilidad. Tanto fue así, que algunos nos pusimos manos a la obra 
y a partir de entonces hemos dedicado una parte esencial de nuestros esfuerzos en 
investigar sobre estos temas. En aquel artículo se enfatizó mucho el papel de los mo¬ 
delos. Ahora, con esta nueva contribución, nos gustaría presentar un rápido repaso 
del estado del arte en relación a una de las ecuaciones funcionales clásicas por exce¬ 
lencia: la ecuación de Fréchet. Con ello, pretendemos introducir al lector, mediante 
la exposición detallada de una serie de resultados clásicos, así como algunas contri¬ 
buciones recientes, a uno de los temas fundamentales de esta teoría: los problemas 
de regularidad. En su artículo [S] el autor nos recordaba que algunos de los nombres 
más importantes de los siglos XVIII, XIX y principios del siglo XX, como son (en 
orden cronológico) D’Alembert, Euler, Gauss, Cauchy, Abel, Weierstrass, Darboux o 
Hilbert, trabajaron por algún tiempo con ecuaciones funcionales. Nosotros queremos 
ampliar esta lista al incluir ahora los nombres de Fréchet, Montel y Popoviciu. 

Como es natural, puesto que las ecuaciones funcionales no forman parte del curri¬ 
culum que se estudia en los grados de matemáticas, nos gustaría comenzar explicando 
algunos de los resultados clásicos que motivaron la teoría. Ya hemos formulado nues¬ 
tra opinión de esta parte del análisis, pero ahora vamos a intentar mostrar que, en 
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Figura 1: Maurice Fréchet, Paul Montel y Tiberiu Popoviciu 

efecto, esta teoría es extremadamente hermosa. Para ello, consideramos la ecuación 
funcional más clásica de todas: la ecuación de Cauchy: 

f{x + y) = f{x) + f{y). (1) 

Las soluciones / de la ecuación Q se llaman, por motivos evidentes, funciones 
aditivas. Cauchy demostró que si / : K —> K es una función continua que satisface 
0. entonces f{x) = ax para cierta constante a. Veamos cómo se puede demostrar 
esto. La aditividad de / nos permite afirmar que, si a: G M y n e N, entonces f{nx) = 
nf{x). Por tanto, f{x) = f{n{x/n)) = nf{x/n), y, en consecuencia, f(x/n) = 
f{x)ln para todo x real y todo número natural n. Además, /(O) = 2/(0) implica 
que /(O) = 0, y f{x) + f{—x) = /(O) = 0 implica que f{—x) = —f{x), por lo que las 
propiedades anteriores se trasladan inmediatamente al caso x G M., n G Z. Se sigue 
que, si r = n/m G Q, entonces f(rx) = f(n(x/m)) = nf{x/m) = {n/m)f{x) = 
rf{x) para todo número real x. Tomando ahora a; = 1, concluimos que /(r) = r/(l) 
para todo r G Q. Como Q es denso en K y / es continua, concluimos que f{x) = 
f{l)x = ax con a = /(l), para todo a: G K. 

Algunos años después, Darboux m (ver también [1]) demostraría que si una 
función aditiva es continua en un punto, entonces es continua en todos los puntos 
de la recta. Esto es consecuencia de la aditividad de / , pues si tenemos garantizada 
la continuidad en un punto xq y tomamos otro punto x cualquiera, entonces, para 
todo h gM., 

\f{x + h) - f{x)\ = \f{x + Xo + h)- f{xo)-f{x)\ 

= \f{x) + f{xo + h)- f{xo) - f{x)\ = \f{xo + h)- f{xo)\. 

Es más, Darboux demostró que si / está acotada en algún intervalo abierto no vacío, 
entonces f{x) = f{l)x para todo x G M. Este mismo resultado, en una expresión aún 
más contundente, sería demostrado por Ricardo San Juan m, uno de los primeros 
matemáticos españoles que alcanzaron el prestigio internacional en el siglo XX. Su 
argumento es tan elegante que no podemos permitirnos aquí obviarlo. Además, como 
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veremos luego, motivó buena parte de nuestro trabajo en ecuaciones funcionales. El 
profesor San Juan demostró el siguiente resultado: 

TEOREMA 1 (R. San Juan). 5^ / : K —> K es una función aditiva discontinua, 
entonces su grafo, G{f) = {{x,f{x)) : a; S K} es un subconjunto denso del plano. 

Demostración. Supongamos que / es aditiva pero no es una función del tipo 
f(x) = ax para ninguna constante a (ya sabemos que las soluciones continuas de 
la ecuación de Cauchy son de este tipo). Entonces existen a:o,a:i 7 ^ 0 tales que 
f{xQ)/xo 7 ^ f{xi)/xi. En otras palabras, f{xo)xi — f{xi)xQ 0. Esto significa que 
el determinante de la matriz 


A = 


a;o xi 

f(xo) f(xi) 


es distinto de cero. Por tanto, los vectores (xg, /(xg)), (xi, f(xi)) son linealmente 
independientes. Se sigue que las combinaciones lineales que podemos realizar con 
estos vectores, tomando coeficientes en Q, forman un subconjunto denso del plano. 
Ahora bien, si ro,ri G Q, entonces 


rg(xg, f(xo)) + ri(xi,f(xi)) = (rgxg + TiXi, f(rgXg + riXi)) G G(f). 

Por tanto, G(f ) es denso en □ 

En 1906, Hamel [15] había introducido sus bases (es decir, las bases algebraicas 
de K como espacio vectorial sobre Q, cuya existencia está garantizada por el axioma 
de elección) precisamente para demostrar la existencia de soluciones discontinuas de 
la ecuación de Cauchy. En efecto, si /3 = es una de tales bases y : /3 —>■ K 

es una aplicación arbitraria, entonces la única aplicación Q-lineal : K —>■ K 

que verifica £(u¿) = {p(i) para todo i G I, es una función aditiva, y esta función 
será discontinua si (y solo si) existen ig,ii tales que ip(ig)/vi^ 7 ^ íp(ii)/vi^, cosa que 
podemos forzar sin problemas. 

Posteriormente, Sierpinsky ¡28¡ y Banach publicaron, en el primer volumen 
de la revista Fundamenta Mathematicae, dos demostraciones diferentes de que las 
funciones / : K —)■ K aditivas medidles son necesariamente de la forma /(x) = ax 
para cierta constante a. Por último, Kormes m utilizó el teorema de Darboux y 
la propiedad de los conjuntos medióles de Lebesgue -que había sido demostrada 
recientemente por Steinhauss im Teorema VII]- según la cual, si A C K es un 
conjunto con medida de Lebesgue positiva, |A| > 0, entonces el conjunto 

A + A = {x + y : x,y G A} 


contiene un intervalo abierto no vacío, para demostrar el siguiente resultado, más 
fuerte que los obtenidos por Banach y Sierpinsky: 

TEOREMA 2 (Kormes). Si f es una función aditiva y acotada en un conjunto 
A C K con medida de Lebesgue positiva, \A\ > 0, entonces f(x) = /(l)x para todo 
X G K. 
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Demostración. Si sup^.^^ \f{x)\ < M entonces sup 2 ,g^_|_^ 1/(3^)I ^ 2M, pues / es 
aditiva y, por tanto, \f{x + y) \ = \f{x) + f{y)\ < \f{x) \ + \f{y)\ para todo x,y € A. 
Se sigue que / está acotada en un intervalo abierto no vacío y el teorema de Darboux 
implica que f{x) = ax. □ 

Como se ve, hasta ahora las cosas han salido fáciles. La ecuación de Cauchy 
ha demostrado ser muy productiva. Ella posee la sorprendente cualidad de que, sin 
aparecer ningún tipo de condiciones de regularidad en su definición (las funciones / 
que satisfacen la ecuación pueden ser altamente irregulares), resulta que si exigimos 
un mínimo de regularidad sobre una de sus soluciones (como, por ejemplo, estar 
acotada en un conjunto de medida positiva), entonces éstas son altamente regulares. 
De hecho, son monomios del tipo f{x) = ax, y tienen, por tanto, el más alto grado 
de suavidad posible: son funciones analíticas. Surge, por tanto, la siguiente pregunta 
natural: ¿hay otras ecuaciones funcionales que tengan una propiedad similar?. En 
este artículo vamos a explicar algunos resultados relacionados con esta cuestión para 
el caso de otra ecuación funcional clásica: la ecuación de Fréchet. 


2. El teorema de Fréchet clásico 


En 1909 el matemático francés Maurice Fréchet m demostró que, entre todas las 
funciones continuas / : M —>■ K, los polinomios de grado < m se pueden caracterizar 
como las soluciones de una ecuación funcional que generaliza de forma natural a la 
ecuación de Cauchy. Concretamente, demostró el siguiente resultado: 

TEOREMA 3 (Fréchet, 1909). Consideremos el operador 


m+l (y ) (^15 ‘ ‘ ‘ 1 ^m+1 ) — /"(^l ^2 T * * * “t“ XfYi+l') 




/(O), 


donde xi,X 2 , - ■ ■ ,Xm+i son variables reales y 


Vt{m + 1) = {A d {1, 2,..., m + 1} : #A = m + 1 — í}, t = 1,2, 


5* / : K —)■ K es una función continua, entonces se tiene que f es un polinomio 
algebraico de grado menor o igual a m (es decir, f{x) = Oq + aix + • • • + 0 ^ 2 :'" para 
ciertas constantes {ai}^^ C K j/ para todo x G M.) si y solo si la función Tm+iif) 
se anula idénticamente en 

A continuación vamos a repetir los argumentos utilizados originalmente por 
Fréchet para su prueba del Teorema Existen otras demostraciones posibles y, 
de hecho, en este artículo vamos a presentar también varias demostraciones nuevas 
del mismo resultado. Aunque la importancia de la ecuación de Fréchet (ni de nin¬ 
guna otra ecuación funcional que se pueda considerar) no es comparable a la de la 
ecuación de Cauchy, lo cierto es que ésta ha suscitado, a lo largo del tiempo, el interés 
de numerosos matemáticos, dando lugar a algunos de los artículos que, en nuestra 
opinión, podrían considerarse más hermosos de la teoría de ecuaciones funcionales. 

Por comodidad, para evitar un uso excesivo de notación y fórmulas engorrosas, 
vamos a demostrar, antes de abordar la prueba del Teorema de Fréchet, algunos 
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resultados técnicos que luego serán de utilidad. Comenzamos con la definición del 
operador en diferencias progresivas de orden n: 

DEFINICION 1. Dada una función / : K —)■ M, definimos los operadores 
Ahf{x) = f{x + h)-f{x) (parah,xeR), 


y 


f (x), s — 2,3,*** , (x,/ii, /12 g * * i ^ 


p S+1 


Además, si hi = ¡12 = ■ ■ ■ = hg = h, usamos la notación A^/(x) para Ah,h,--- ,hf{x). 

LEMA 4. 

^^ hih 2 ^^^i-t-^2 ^^^2 ^^^2^1 

Demostración. Para probar la primera igualdad, basta hacer los cálculos: 


Afi,^fi2 f {x') 


Ahfif{x + h2)-f{x)) 

f{x + 02 + hi) - f{x + hi) - f{x + 112 ) + f{x) 

f{x + 02 + hi) - f{x) + f{x) - f{x + hi) + f{x) - f{x + h 2 ) 

Ah.+h^fix) - AhJ{x) - Ah^fix). 


La segunda igualdad es consecuencia de que intercambiar el orden de hi , /12 en el 
segundo miembro de la expresión anterior, no cambia nada. □ 

LEMA 5. Se tiene que 

1 

Ahih2 -hsf{^) = (~1)* + * * * + e^/lg). 

Si,€2,--- ,Ss—0 

En particular^ 

^ m+l(/){^lj ‘ ‘ ‘ 5 ^m+l) — ^ /(O)* 

Demostración. Este resultado se demuestra por un proceso rutinario de inducción. 
En efecto, para s = 2 pasos el resultado es trivial. Supongamos que es cierto para s 
pasos y veamos qué sucede cuando tomamos s + 1 pasos: 


{Aii,,fi2---hs f{^)) 

1 

'E/ (ei+£ 2 + +es) + e^/ll + £2^12 + • • • + + ^s+l) 

,Ss—0 

1 

— (~1)* (ei+e 2 + +es)^(^3. _|_ _|_ £2/12 + * * * + £s/ls) 

Sl^S2,--- ,Ss—0 
1 

(—1)^“''^ (ei+£2+ +es+l)y*^3, _|_ _|_ ^ 2/12 + * * * + £s/ls +/is+i) 

Sl,S2,--- ,Ss—0 
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+ H {-iy+^-^^^+^^+-+^^'>f{x + eihi+e2h2 + ---+eshs) 

Sl^S2',--- ,Ss—0 
1 

= (£1+62+ +es+i) _|_ _|_ £2/12 + • • • + Es+l/ls+l)) 

ei,E2,--- ,£s+l=0 

que es lo que buscábamos. La segunda afirmación del lema es consecuencia inmediata 
de la fórmula que acabamos de probar y de la definición del operador Tm+i- D 
Demostración del Teorema de Fréchet. Hacemos la prueba por inducción sobre 
m. Si m = 1, entonces 

^ 2 {f ) = f{xi + X 2 ) - f{xi) - f{x 2 ) + /(O), 

por lo que, si J^ 2 {f) se anula idénticamente, entonces, tomando g{x) = f{x) — /(O), 
se comprueba que 

g{xi + X 2 ) - g{xi) - g{x 2 ) = /(a^i + 3 ^ 2 ) -/(O) -/(xi) +/(O) -/(a; 2 ) +/(O) 

= /(xi + a; 2 ) -/(a;i) -/(X 2 ) +/(O) = 0, 

por lo que g es una solución continua de la ecuación de Cauchy, de modo que g{x) = 
aix para cierto número real ai, y, en consecuencia, /(x) = Oq + Oix, con oq = /(O). 
Esto demuestra el resultado para m = 1. 

Supongamos que el teorema es cierto para m — 1 y consideremos una solución 
continua / de la ecuación J^rn+i{f) = 0. Introducimos la función auxiliar 

(p(x) = f{x + Xm+l) - /(x) - f{Xm+i) + /(O). 

No es difícil comprobar que si Tm+i{f) = 0 entonces, para cada constante fija Xm+i, 
se tiene que = 0. En efecto, es evidente que 

ip{x) = A^^^Jix) - = A,r„+i(A,,/( 0 )) = A,,„_^j^/( 0 ), 

por lo que 

‘ ‘ ‘ 5 ^m+l) — ^xi X2---Xm A.„^,(A,/( 0 )) 

= Ax;^X2---Xm + li^xf{0)) 

= AxiAx,x2■■■x^+^fm = 0 

Se sigue que podemos utilizar la hipótesis de inducción para la función {p. Es decir, 
ahora sabemos que ip{x) G Hm-i- 
Por otra parte, la función 

Q(x, y) = f{x + y)- /(x) - f{y) + /(O) 

es evidentemente simétrica (es decir: Q(x,y) = Q(y,x) para todo par (x,y)), lo que 
nos conduce a concluir que Q{x,y) es un polinomio en las variables x,y y s\x grado 
es menor o igual a m — 1 en cada una de estas variables. 

Dividimos el resto de la demostración en varias etapas: 
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■ Primero observamos que Q{x, y) satisface la ecuación funcional 

Q(x, y) + Q{x + y,z) = f{x + y + z) - f{x) - f{y) - f{z) + 2/(0), 

por lo que Q{x,y) + Q{x + y,z) es una función simétrica con respecto a las 
variables x,y,z. 

■ Descomponemos Q{x,y) como suma de sus componentes homogéneas, 

Q = Qo + Qi + ■ ■ ■ + Qr^ 

donde Qi es un polinomio homogéneo de grado ¿, y z = 0, • • • , r. Como es¬ 
ta descomposición es única para cualquier polinomio en un número finito de 
variables, y como, para cada z, el polinomio Qi{x,y) + Qi{x + y,z) es ho¬ 
mogéneo de grado ¿, concluimos que los polinomios Qi{x,y) + Qi{x + y,z) 
son funciones simétricas respecto de las variables x, y, z, por serlo el polinomio 
Q{x,y) + Q{x + y,z). 

■ Como Qi{x,y) es homogéneo de grado i, sabemos que admite una expresión 
del tipo: 

Qiix, y) = aox^ + aix^~^y H-h ai-ixy^~^ + aiy\ 

por lo que, si utilizamos la simetría de la función Qi(x^ y) -I- Qi{x + y, z) con¬ 
juntamente con la fórmula del Binomio de Newton, obtenemos un conjunto de 
identidades sobre los coeficientes que, si se usan apropiadamente, nos 

garantizan la existencia de cierta constante Ai tal que 

Qt{x, y) = A^ ((x + yf - X* - y*) , 

para z = 1, 2, r. (Dejamos para el lector la comprobación, usando un proceso 
de inducción, de esta afirmación). 

En particular, los monomios x*, y* no aparecen en la expresión del polinomio 
Qi(x, y), por lo que, si Q = Qo H— ■ + Qr tiene grado < m — 1 en cada una de 
las variables x e y, entonces podemos afirmar que r < m y 

m 

Q(x, y)='^A {{x + yf - X* - y*) = R{x + y)- R{x) - R{y), 

i=2 

donde i?(x) = 

■ Consideramos ahora la función S{x) = /(x) — i?(x) — /(O). Esta función satis¬ 
face la ecuación 

S{x + y) — S{x) — S{y) = 0 para todo x, y G M, 


por lo que existe una cierta constante a G M tal que S{x) = ax. Se sigue que 
/(x) = /(O) -I- ax -I- R{x) G n^, lo que finaliza la demostración. 
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□ 

Es importante observar que la demostración original de Fréchet se puede repetir 
sin grandes cambios bajo la hipótesis, mucho más débil, de que la función / es 
acotada en un conjunto C K con medida de Lebesgue positiva. Para ello, basta 
utilizar un teorema debido a Kurepa ¡21] que generaliza el Teorema de Steinhaus 
PÜ] , Concretamente, dicho resultado garantiza que la función A(a:) = |An(A —{a;})| 
es continua, por lo que, si |A| = A(0) > 0, entonces A(a;) > 0 para todo |a;| < e, para 
cierto e > 0. Esto implica que las funciones del tipo g{x) = f{x+a) — f{x) mantienen 
la propiedad de estar acotadas en un conjunto de medida positiva, siempre que |a| sea 
suficientemente pequeño. Supongamos ahora que / es una solución de J^rn+i{f) = 0 
y supj.^^ l/(a;)l < M < oo para cierto conjunto A con |A| > 0. Entonces la función 

ip{x) = f{x + Xm+l) - f{x) - f{Xm+l) + /(O) 

también está acotada en el conjunto A (siempre que jccm+il sea suficientemente 
pequeño) y, como se probó anteriormente, satisface = 0, por lo que podemos 

aplicarle a ella la hipótesis de inducción. Esto nos conduce a que íp S Ilm-i. A 
continuación, es evidente que los argumentos dados relativos a la función Q{x, y) = 
f{x + y) — f(x) — f{y) + /(O) no requieren cambios. Finalmente, como R(x) es un 
polinomio algebraico ordinario, la función S{x) = f(x) — R{x) — /(O) está acotada 
en A y, al aplicar a ella el Teorema de Kormes (Teorema]^, tenemos que S(x) = ax 
para cierta constante a, que es lo que buscábamos. 

La ecuación Ahj^h 2 ---hm+ifi^) = 0 se puede estudiar para funciones f : X ^ Y 
cuando X, Y son un par de espacios vectoriales sobre Q, y las variables x,hi, - ■ ■ , hm+i 
representan elementos de X, 


Ah^fi2---hfn+i f ^ ^1; ^2; • ■ ■ j ^m+1 ^ ^)- (^) 

En este contexto, las soluciones de ([^ son las funciones de la forma f{x) = Aq + 
Ax{x)+- ■ -YAmix), donde Aq es una constante y Ak{x) = A’^{x, x, - ■ ■ ,x) para cierta 
función fc-aditiva simétrica : X^ Y (decimos que A^ es la diagonalización de 
A^) y para k = 0,1, • • • ,m. En particular, si a; € X y r € Q, entonces f{rx) = 
Aq + rAi(a:) + • • • + r"^Ajn{x). Además, se sabe que f : X ^ Y satisface ([^ si y 
solo si es una solución de la ecuación funcional 

ArV(^):=E rr (-irV(x + M)=0 (:r,ñeX). (3) 

k=0 ^ ^ 

Una demostración de este resultado se sigue de un conocido teorema, debido a Djo- 
kovic ¡m (ver también ¡Tü] Theorem 7.5, pág. 160], ¡SD] Theorem 15.1.2., pág. 418]), 
el cual establece que los operadores Ah-¡^h 2 ---h, verifican la ecuación 


^h,-hj{x) = E (“1) 

ei ,...,es=0 


eiH-l-e^ 


A' 




■ ■ , h,)), 

(4) 
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donde 

,hs) = 

r—1 

y 

s 

/3(£i,...,e,)(^l, • ■ • , ^s) = ^ irK- 
r—1 

Si tenemos ahora en cuenta la equivalencia de las ecuaciones de Fréchet con paso 
fijo y con paso variable, y utilizamos los argumentos expuestos tras la prueba del 
teorema de Fréchet, habremos demostrado el siguiente resultado: 

TEOREMA 6. Supongamos que / : K —>■ IR es solución de la ecuación de Fréchet 
A™“''^/(x) — 0 y f es acotada en A C IR para cierto conjunto de medida positiva, 
|A| > 0. Entonces f £ Hm- 

El Teorema[^ha sido demostrado varias veces, con métodos muy diversos. De he¬ 
cho, el argumento que hemos presentado aquí para su demostración, aunque está ba¬ 
sado en la prueba original de Fréchet, no se ha publicado hasta la fecha -al menos, por 
lo que alcanza a nuestro conocimiento del tema- y puede considerarse, en consecuen¬ 
cia, nuevo. Sin embargo, nuestra prueba depende también de la herramienta típica 
con la que se ha demostrado este resultado anteriormente: el Teorema de Kurepa. 
Por ejemplo, una demostración de este tipo la podemos encontrar el la monografía 
de Székelyhidi m- Otras pruebas se pueden encontrar, por ejemplo, en m. m, 
[22] . En particular, Ciesielski [TÜ] demostró que, si / : IR —)■ IR es solución de la 
siguiente desigualdad funcional 

Arv(x) > o, para todo x,h gM. 

y está acotada en un conjunto A con medida de Lebesgue positiva, entonces / es 
una función continua en toda la recta real. Se sigue que las soluciones de la ecuación 
de Fréchet que no son polinomios ordinarios no pueden estar acotadas en ninguno 
de estos conjuntos A. 

3. El teorema de Montee clásico 

En un artículo de 1937, Paul Montel [53] demostró un resultado relacionado con 
la ecuación funcional de Fréchet que, muy probablemente, resultó inesperado. En vez 
de centrarse en las propiedades mínimas de regularidad necesarias para que la función 
/, solución de la ecuación en cuestión, se viera forzada a ser un polinomio algebraico 
ordinario, se ocupó de conocer cuántos pasos h son estrictamente necesarios para 
garantizar que una función continua que satisface = 0 (para todo x y para 

unos pocos valores de k), es por necesidad un polinomio. Como él mismo explicaba en 
su artículo, la motivación principal para este estudio no procedía de los resultados 
publicados por Eréchet en 1909, sino de un teorema muy anterior, debido a C.G. 
Jacobi m y publicado en 1834, sobre los periodos de las funciones meromorfas. 
En efecto, si tomamos n = 1, decir que A}^f(x) = 0 para todo x es lo mismo 
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que decir que / es una función periódica y h es uno de sus periodos. Jacobi había 
demostrado, mediante una construcción explícita, que existen funciones / : C —>■ C 
que son meromorfas, no son constantes, y admiten dos periodos independientes. 
Estas funciones reciben el nombre de funciones doblemente periódicas (o elípticas) y 
son especialmente importantes para la variable compleja [18] . No existen funciones 
holomorfas no constantes que sean doblemente periódicas, porque éstas deben ser 
funciones acotadas y, en tal caso, el Teorema de Liouville garantiza que son funciones 
constantes. Además, si una función meromorfa admite tres periodos independientes 
(ya diremos lo que significa esto), entonces forzosamente esta función es constante. 
Montel se preguntaba si algo similar podría suceder con los “periodos generalizados” 
h que aparecen en la ecuación de Fréchet = 0. En efecto, debemos observar 

que cuando m = 0 , los periodos h forman un subgrupo aditivo de K, cosa que, como 
veremos posteriormente, no sucede necesariamente para el resto de valores de m y 
que tiene el efecto de hacer el problema muy sencillo cuando m = 0 , pero complicado 
cuando m > 1 . 

Comenzamos, pues, realizando algunas observaciones sencillas, formuladas en 
un contexto más general que el originalmente planteado por Jacobi, sobre el caso 
TO = 0. Dados un grupo conmutativo (G, +), un conjunto no vacío Y, y una función 
f : G —>■ Y, consideramos el conjunto de los periodos de /, fPo(/) = {g & G : 
f{w + g) = f{w) para todo w G G}. Obviamente, fPo(/) es siempre un subgrupo 
de G. En algunos casos especiales, estos grupos son conocidos y, de hecho, poseen 
una hermosa estructura. Por ejemplo, el Teorema de Jacobi de 1834 establece que 
si / : C —>■ C es una función meromorfa no constante, definida sobre los números 
complejos, entonces fPo(/) es un subgrupo discreto de (C, +), lo cual reduce el estudio 
de estos conjuntos a los siguientes tres casos: íPo(/) = {0}j *Po(/) = {nwi : n S Z} 
para cierto número complejo u>i 7 ^ 0, o fPo(/) = {niWi + 712^2 : (ni,n 2 ) G Z^} 
para un par de números complejos wi,W 2 que satisfacen W 1 W 2 7 ^ 0 y wi/w 2 ^ 
K. En particular, estas funciones no pueden tener tres periodos independientes y, 
además, existen ejemplos de funciones meromorfas / : C —> C con dos periodos 
independientes Wi,W 2 siempre que Wi/w 2 ^ R- De forma análoga, si la función 
/ : R —>■ M es continua y no constante, entonces no admite dos periodos que sean 
linealmente independientes sobre Q. Estos resultados pueden formularse en términos 
de ecuaciones funcionales, puesto que h es un periodo de / : G —T si y solo si / 
resuelve la ecuación funcional Ahf{x) =0 {x G G). Por tanto, el Teorema de 
Jacobi se puede reformular como un teorema sobre ecuaciones funcionales en el que 
se establece que las funciones constantes son precisamente las funciones meromorfas 
/ : C —>■ C que resuelven un sistema de ecuaciones del tipo 

= AhJ{z) = AhJ{z) =0 (zGC) (5) 

para tres periodos independientes {/ii, Ú 2 , Ú 3 } (i.e., úiZ + Ú 2 Z + Ú 3 Z es un subcon¬ 
junto denso de R). En el caso real, el teorema afirma que, si / 11 Ú 2 7 ^ 0 y / 11 /Ú 2 ^ Q, 
entonces la función continua / : R —)■ R es constante si y solo si es solución del 
sistema de ecuaciones funcionales 


^hj{x) = Ah^f{x) =0 {x G R). 


(6) 
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Paul Montel sustituyó en las ecuaciones (i),® el operador en diferencias finitas de 
orden uno, Ah, por el operador en diferencias progresivas de orden superior, A^'^^ 
y probó que las ecuaciones resultantes son apropiadas para la caracterización de los 
polinomios algebraicos. Concretamente, demostró el siguiente resultado: 

TEOREMA 7 (Montel). Las siguientes afirmaciones son ciertas: 

{i) Si {hi,h 2 } C K son tales que /11/12 7^ 0 y /11//12 ^ Q; entonces la función 
continua / : K —> K es un polinomio algebraico con coeficientes reales y grado 
< m (i.e., f{x) = Oq + aix + • ■ ■ + 0 ^ 2 :™ con los coeficientes üí números reales 
para todo i) si y solo si resuelve el sistema de ecuaciones funcionales 

Ar+V(^) = Ar+V(^) = 0(xGM). (7) 

(ii) Supongamos que / : C —>■ C es una función holomorfa que resuelve un sistema 
de ecuaciones funcionales de la forma 

= 0 (ZGC) (8) 

para tres periodos independientes {hi, h 2 , h^}. Entonces f{z) = ao + aiz + - ■ • + 
es un polinomio algebraico con coeficientes complejos y grado < m. 

Veamos cómo demostró Montel el teorema anterior. Para ello, recurriremos a 
varios resultados técnicos intermedios. 

LEMA 8 . Supongamos que hi,h 2 S K son tales que /ii//i 2 ^ Q. / : M —>■ K 
es continua y Ah,^f{x) = Ah,¡f{x) = 0 para todo a; S M, entonces f{x) = c es una 
función constante. 

Demostración. El resultado es consecuencia inmediata de la continuidad de / y 
de que si / 11//12 ^ Q, entonces hiZ + /i 2 ^ es un subconjunto denso de M y todos sus 
elementos son periodos de f. □ 

LEMA 9. Supongamos que hi,h 2 € K son tales que hi/h 2 ^ Q. / : M —l K es 
continua y 

Ahifix) = ci, A/i 2 /(x) = C 2 para todo x G M j/ ciertas constantes ci,C 2 , (9) 

entonces f{x) = ax -\-b para ciertas constantes a, b. Además, si C 1 C 2 = 0, entonces 
f{x) = c es una función constante. 

Demostración. Supongamos que / satisface y consideremos, para cada h, la 
función gh{x) = A^/(x) = f{x -\-h) — f{x). Entonces 

Ah,gh{.x) = Ah,Ahf{x) = AhAhJ{x) =0, i = 1 , 2 , 

por lo que, aplicando el Lema[^ concluimos que gh{x) = g{0) = f{h) — /(O), para 
todo x,h G M.. En otras palabras, la función / es continua y satisface la ecuación 
funcional 


f{x + h) = f{x) + fifi) — /(O), para todo x, /i G K. 
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Esto nos conduce directamente a que f{x) = ax + b para todo a; S K y ciertas 
constantes a, 5. 

Para demostrar la segunda parte del lema basta observar que si f{x) = ax + b 
entonces A/j/(x) = ah para todo x,h gR. Ahora bien, si C 1 C 2 = 0, entonces ci = 0 o 
C 2 = 0 y en ambos casos lo que estamos diciendo es que a = 0 y, por tanto, f{x) = b 
es una función constante. □ 

LEMA 10. Supongamos que {/ii, ^ 2 , ha} C C son tres periodos independientes para 
la función continua / : C —>■ C. Entonces f{z) = c para cierta constante c G C. 

Demostración. El resultado es consecuencia inmediata de la continuidad de / y 
de que si los periodos {hi, / 12 , ha} C C son independientes, entonces hiZ + h 2 Z + h 2 Z 
es un subconjunto denso de C. 

□ 

LEMA 11. Supongamos que {hi, h 2 , ha} C C son independientes, y que / : C —>■ C 
es holomorfa y A/j^/(z) = Ck, k = 1,2,3, para ciertas constantes ci,C 2 ,ca G C. 
Entonces /(z) = az + b para ciertas constantes a,b G C. Además, si ciC 2 Ca = 0, 
entonces f(z) = b es una función constante. 

Demostración. En efecto, como estamos asumiendo que f{z) puede derivarse, y 
que la derivada es una función continua, se tiene que, para cada k G {1,2,3}, 




A/ifc lím 
h^O 


f{z + h)- f{z) 


= lím 
h —^0 


^hj{z + h)- AhJ{z) 


= lím v = 0- 
h —>^0 h 


Por tanto, el Lema implica que f'{z) es una función constante. Es decir, f{z) = 
az + b para ciertos valores a,b G C. 

La segunda parte del lema es consecuencia de que si f{x) = ax + b entonces 
Ahf(z) = ah para todo z,h G C pues, si C 1 C 2 C 3 = 0, entonces ci = 0 o C 2 = 0 o 
C3 = 0 y en todos estos casos se concluye que a = 0 y, por tanto, f{x) = b es una 
función constante. 

□ 

Demostración del Teorema de Montel. Aunque las ideas subyacentes son muy 
similares, hacemos una prueba separada para cada apartado del teorema. 

(i). Supongamos que hi, h 2 G K son tales que hih 2 ^ 0 y hifh 2 ^ Q y / : K —>■ K es 
continua y 

Ar+V(x) = Ar+V(^) = o para todo a; G K. ( 10 ) 

Vamos a proceder por inducción sobre m. Para m = 0 el resultado coincide con el 
Lema|^ que ya se demostró. 

Consideremos la función 


Mx) = AZAZfix). 
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Entonces (^o continua y Afi.íp{x) = 0, i = 1,2. Por tanto, el Lema garanti¬ 
za que ipo(x) = «o para cierta constante ag. Una vez tenemos esta información, 
consideramos la nueva función 


Entonces <pi (x) es continua y 

= Ar^^A^-^fix) = A™-'Ar+V(x) = o 

Ah2(pi(x) = A^^A'^J{x) = ipo{x) = ag. 

En otras palabras, (pi{x) satisface la ecuación ([^ con ci = 0, C 2 = «Oj por lo que, 
aplicando el Lema[^ tenemos que oq = 0 y ípi{x) = ai es una función constante. 
Este mismo argumento lo podemos repetir inductivamente con las funciones 

íPi{x) = A]^^A^-^f{x), z = 0,l,2 ,--- ,m. 

En el paso í-ésimo, tendremos que ipi{x) = ai para cierta constante ai. Entonces, 
aplicando los operadores A;i^ (fc = 1, 2) a la función (pi^i{x), tendremos que 

A,,(^,+i(cr) = = Ar-'*+'^A-+V(x) = 0 

Ah.,(pi+i{x) = A^^A™"7(a;) = (p,{x) = ai, 

por lo que aplicando el Lema tendremos que Oi = 0 y ípi+i{x) = a¿+i es una 
función constante. Evidentemente, el proceso termina cuando i = m, lo que nos 
lleva a la conclusión de que existe una constante Ci (de hecho, Ci = am) tal que 


A(J(/(x) = Ci, para todo a; S K. 

El mismo argumento, pero intercambiando los papeles de hi y / 12 , nos sirve para 
demostrar que 

A((^/(a:) = C 2 , para todo a; G K, 

para cierta constante C 2 . 

Consideramos ahora la función g{x) = f{x) — Es claro que 


A^^g[x) = A^ 7 (x)- 


Ci 


A^gix) = AZnx)-^A^^x^ = C2-Ci{^r = C. 

Por tanto, si definimos la función 

^{x) = A^-^A^-^g{x), 


= A]:A^-^g{x) = A^-^A'^^gix) = 0 
= Al-^AZgix) = 0, 


entonces 


^h,'fp{x) 

¿^h2Í’ix) 
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y el Lema garantiza que tpix) = /3o es una función constante. Los mismos argu¬ 
mentos que utilizamos antes con la función /, cambiando el valor m -I-1 por el valor 
m, nos sirven ahora para probar que g satisface las relaciones 

= Cl y A'^~^g{x) = C^, para todo x G M y ciertas constantes Cl,C 2 - 


Se sigue que 


^hi9{x) = ^h^g{x) = 0, para todo x G K, 


y, por tanto, la hipótesis de inducción nos garantiza que g{x) = oq -I- oix -I- • • • -I- 
para todo x G K y ciertos números reales oq, • • • , Om-i- Esto concluye la 
demostración de (i), pues /(x) = g{x) + a^x"*, con = 


Ci 

m!/i^ 


(ii). Este apartado admite una demostración similar a la utilizada para (/). La 
diferencia esencial está en que usamos los Lemas [Hyini y que la hipótesis de 
holomorfía simplifica el argumento. La complicación proviene de que necesitamos 
usar tres periodos en vez de dos. Razonamos, como es natural, por inducción sobre 
m. El caso m = 0 está probado con el Lema 10 Suponemos que el resultado es 


cierto para m — 1 y, a continuación, consideramos una función holomorfa / : C —)■ C 
que satisface (|^. Tomamos ípoiz) = A™ A™/(z). Entonces Ah^(po{z) = 0 para 
k = 1,2,3, por lo que, aplicando el Lema [l0| concluimos que ipo{z) = 7o es una 
función constante. Tomamos ahora, como se hizo en la primera parte de la prueba 
de (i), ipi{z) = A™^ A™^ A™^“*/(z), z = 0,1,..., m. Consideremos ípi(z). Es evidente 
que 

Ah^ífiiiz) = (po{z) = 7o, y Ah^(pi(z) = Ah:¡(pi{z) = 0, 


por lo que, si usamos el Lema[^ concluimos que (fi{z) = 71 es una función constante 
y 7o = 0. El mismo argumento utilizado en la primera parte de la prueba de (z), 
nos dice que las funciones ¡fi satisfacen (pi{z) = A™^AJJ^A 5 ^“*/(z) = 0 para z = 
0,1, • • • , TO — 1 y ípm{z) = A™^A^/(z) = C para cierta constante C. Este tipo de 
argumento lo podemos ahora aplicar a la función ip{z) = A'^^A'^~^A^~^f {z), y 
concluir que, en realidad, todas las funciones 


se anulan idénticamente, y la función A'^^A^~^f{z) es una constante. Nuevamen¬ 
te reiteramos el argumento -tantas veces como sea necesario- y obtendremos que 
Ah[fiz) = ci para cierta constante ci. Obviamente, si intercambiamos los paráme¬ 
tros úi, / 12 , Ú 3 apropiadamente, llegamos a la conclusión de que 


AZfiz) = Ci, A’^Jiz) = C2, A^J{Z) = C3 
para ciertas constantes ci, 02 , 03 . Como / es derivadle, es fácil comprobar que 
AZnz) = A]^J'{z) = A^J'{z) = 0, 

y, ahora, aplicamos la hipótesis de inducción para concluir que f'{z) es un polinomio 
algebraico de grado < m — 1 o, lo que es lo mismo, que f{z) es un polinomio de 
grado < TO, que es lo que buscábamos. 
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□ 

Montel también estudió la ecuación (§ para X = con d > 1, y / : —>■ C 

continua, y para X = y f : —>■ C holomorfa. 

TEOREMA 12 (Montel, varias variables). Supongamos que /ii, • • • ,hf, G son 
tales que hiZ + • • • + hgZ es un subconjunto denso de R'^. Entonces: 

{i) Si f G C'(R‘^,C) es tal que A)J((/) = 0, i = I,-- - Entonces f{x) = 
E|Q|<Ar o,aX°‘ para cierto A G N, ciertos números complejos Oa, y todo x G R"^. 
Por tanto, / es un polinomio algebraico con valores complejos en d variables 
reales. 

(ii) Supongamos que d = 2k e interpretamos los vectores como elementos 

de C* = R'^. Si f : —>■ C es holomorfa y satisface las ecuaciones A™(/) = 

0 , i = l,--- , i , entonces f{z) = X]|a|<Af polinomio algebraico 

complejo, en k variables complejas. 


NOTA 13. Los subgrupos finitamente generados de (R“,+) que son densos en R“ 
se han estudiado en profundidad y, de hecho, existen varias caracterizaciones de los 
mismos. Por ejemplo, en ¡M Proposition 4-3], se puede consultar la demostración 
del siguiente teorema: 

TEOREMA 14. Sea G = hiZ-\-h 2 Í + • • -G-hiZ el subgrupo aditivo de R'^ generado 
por los vectores {hi, • • • , htf\. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(i) G es un subconjunto denso de R'^. 

(ii) Si (fi : R'^ —>■ R es una aplicación lineal no nula, entonces íp{G) 2 
{iii) íz X : R"^ —>■ R/Z es un homomorfismo continuo, entonces x(G) 7 ^ {I}- 

(iv) Si hk = {hik,h 2 k,‘ ■ ■ ,hdk) son las coordenadas del vector hk respecto de la 
base canónica de R"^ (fc = 1, • • • ,€}, entonces las matrices 


A{ni, 


le) = 


hii 

hi2 

h-ií 

0-21 

h22 

h2i 

hdi 

hd2 

hdl 

ni 

n2 

m 


son de rango d + 1 , para todo (ni, • • • , ni) G \ {( 0 , • • • , 0 )}. 

Un caso sencillo, que se ha considerado especialmente interesante, y que mo¬ 
tivó históricamente el estudio de los subgrupos densos de (R"^,+), es el siguiente: 

COROLARIO 15 (Teorema de Kronecker). Dados 0i,O2,--- ,0d G R, el grupo 
+ { 01 , 02 ^ • • • ,0d)^ (yue está generado por d + 1 elementos) es un subconjunto 
denso de R"^ si y sólo si 


nidi + • • • + nd0d ^ para todo (ni, • • • , n^) G Z‘^ 

Es decir, este grupo es denso en R"^ si y sólo si los números {l,0i, 
un sistema linealmente independiente sobre Q. 


' • , 0d} forman 
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Demostración. Los vectores U {(0i, • • • , 0¿)}, donde 

Cfc = ( 0 , 0 ,-- - ^ l(fc-ésima posición) Q^.,, /fe = 1 , . . . , rf, 

generan el grupo G = + {9i,92, ■ ■ ■ , 9¿)Z. Por tanto, el apartado (iv) del Teorema 


14 


nos dice que G es denso en si y sólo si 


det 


01 1 0 
02 0 1 


9d 0 0 • • • 1 

no ni «2 ■ • • nd 

d 

= {-if+^no + ^(-l)‘^+2+'=nfc(-l)'=+i0fe det(/d_i) 
k^l 

= - X] ^ o 

para todo (no, ni, • • • , n^) G lo cual es obviamente equivalente a que 

ni0i + • • • + nd9d ^ Z, para todo (ni, • • • , Ud) G Z‘^, 


que es lo que buscábamos. Para demostrar la última afirmación del teorema, basta 
observar que, si { 1 , 0 i, • • • , 9d} forma un sistema linealmente dependiente sobre Q, 
entonces existen números racionales Tí = rii/mi, ¿ = 0 , 1 , • • • , d, tales que 


J'o + Fi0i H-h rd9d = 0, 

y, por tanto, si multiplicamos por m = nXo ^-mbos lados de la ecuación, 

obtendremos que 

n*+n*0i + --- + nS0d = O 

para ciertos números enteros n^, ni, - ■ ■ , nj- En particular, 

ní0i + • • • + n*a9d G Z. 


□ 

En general, se sabe (ver lai Theorem 3.1]) que si G es un subgrupo finitamente 
generado de (1^^^,+), entonces la clausura topológica de G admite una descomposi¬ 
ción del tipo 

T r . 

G = E 0 A, 

donde V es un subespacio vectorial de y A es un subgrupo discreto de 

NOTA 16. Los Teoremas de Montel en una variable (Teorema^) y en varias va¬ 
riables (Teorema \\2^ han sido recientemente generalizados por Almira y Almira 
y Abu-Helaiel m al caso de distribuciones y también al caso discreto (cuando las 
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funciones están definidas en 77^) utilizando técnicas de análisis funcional. Finalmen¬ 
te, en Almira y Székelyhidi han demostrado, con técnicas distintas, un Teorema 
tipo Montel para funciones definidas en grupos Abelianos finitamente generados y, 
además, han mejorado el Teorema de Montel en varias variables al demostrar que 
se verifica el siguiente resultado: 

TEOREMA 17. Sea t un entero positivo, sean ni,n 2 , ■ ■ ■ ,nt números naturales, 
y, además, sea / : —)■ M una función continua que satisface 

Alf^fix)=0 

para todo x en y para k = 1, ■■■ ,t. Si el subgrupo aditivo G de generado 
por {hi, h 2 , ■ ■ ■, ht] satisface G = E 0 A, donde V es un subespacio vectorial de 
y K es un subgrupo aditivo discreto de entonces existen polinomios algebraicos 
ordinarios p\ : —>■ K, con A en K, tales que 

f{x 0 A) = px{x) para todo x £ V y todo A S A. 

Además, se tiene que el grado total de p\ satisface la desigualdad 


degpA < rii 0 712 0 • • • 0 rit 0 í — 1 


para todo A en A. En particular, si V = entonces f es un polinomio algebraico 
ordinario. Además, si d = 1 y V = el grado de f es menor o igual que m.m{nk : 
k=l,--- ,t}. 

4. El TEOREMA DE MONTEL-POPOVICIU 

Aunque el artículo de Montel [53] fue publicado en 1937, él ya había obtenido sus 
resultados en 1935 y, de hecho, ese año impartió un seminario en el que se explicaba 
su teorema, en el departamento de matemáticas de la Universidad Politécnica de Cluj 
Napoca, en Rumania. En dicho seminario estaba presente su alumno de doctorado, 
el matemático rumano Tiberiu Popoviciu, quien había defendido su tesis doctoral en 
la Escuela Normal Superior de París en 1933 |53|. Popoviciu captó inmediatamente 
las ideas de Montel y, de hecho, en 1936 publicó un artículo |5S| en el que se mejoraba 
sensiblemente el resultado original. Concretamente, demostró el siguiente teorema: 

TEOREMA 18 (Montel-Popoviciu, 1935). Sea / : M —>■ K una solución del sistema 
de ecuaciones funcionales 


A™+V(a;) = A^+^f{x) = 0, ix€ K), 

donde hi,h 2 £ K \ {0}. Entonces: 

(i) Para cada xg £ K existe un único polinomio P(x, y) £ 11^ tal que /(xg 0 ¿hi 0 
j 7 i 2 ) = P{ihi, jh 2 ) para todo {i,j) £ 7^. 

(ii) Si hi/h 2 ^ Q y existe un intervalo abierto no vacío I = {a,b) tal que fj es 
una función acotada, entonces el polinomio P(x,y) que aparece en (i) es de 
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la forma P{x,y) = Aq{x + y) para cierto polinomio AqIí) de grado < m y, 
consecuentemente, 

= 0, para todo x gM., y todo i,j G Z. 


(iii) Si hi/h 2 ^ Q y f es continua en al menos m+1 puntos, entonces f{x) = ^ 0 ( 2 ;) 
(cc S K), es un polinomio algebraico de grado < m. 


Vamos a seguir el espíritu de la prueba original de Popoviciu, aunque nosotros 
explicaremos más detalladamente todas nuestras construcciones, algunas de las cua¬ 
les difieren de forma significativa de lo que se afirma -a veces, sin demostración- en el 
artículo original. Esta prueba servirá, posteriormente, para obtener una interesante 
descripción cualitativa del grafo de los polinomios discontinuos. 

Comenzamos, pues, con algunos resultados técnicos sobre polinomios de una y 
dos variables reales. El primero es un resultado estándar sobre localización de ceros. 

LEMA 19. Seap{z) = a^+aizA - G C[z] un polinomio algebraico de grado 

exactamente N (i.e., ün 7 ^ 0) con coeficientes complejos, y sea ^ G C cualguiera de 
sus ceros. Entonces 


N-l 

ICI < niáx{l, ^ 


l«fcl 1 

lawl 


Demostración. Si |^| < 1, ya hemos acabado. Supongamos, pues, que |^| > 1. 
Como p{f) = 0, tenemos que también = Oj de modo que, si despejamos 

el término líder de esta expresión, y tomamos valor absoluto a ambos lados de la 
igualdad, obtenemos que 


ler 


I Oq Cli 

|— -é —••• -é 

ÜN On 


On-I 

ÜN 


c 


N-l 


N-l 


i^E 


\aN\ 


máx{l, 1 ^ 1 , • • • 




N-l 

E 




|Qfc| l^lAT-l 

lajvr' ’ 


por tanto, |^| < J2k=o 9^® buscábamos. □ 

A continuación demostramos un resultado de naturaleza más técnica. 

LEMA 20. Sea p{z) = oq -|- aiz -|- • • • -I- ümz^ G C[ 2 :] un polinomio algebraico de 
grado exactamente N (i.e., a¡s¡ f- 0) con coeficientes complejos, y supongamos que 
N > 1. Sea además {qn{z)}(fLi es una sucesión de polinomios de grado < N tales 

que qn{z) = aon + ainZ-\ - \-aNnZ^, y máx{|afe-afc„| : fc = 0,1, • • • ,N}< |aAr|/2, 

n = l,2,-- - , 00 . Entonces, si {xn} es una sucesión de números tal que |a;„| —>■ -|-oo, 
entonces \qnixn)\ —t 00 . 


Demostración. 

sabemos que 


Sea n G N y tomemos f un cero de qn{z). Gracias al Lema 19 


N-l 

1^1 < máx{l, 


I ^Nn I 








La Gaceta * Artículos 


19 


y, como \akn\ < \akn - ak\ + \ak\ < + |afc|, |ajvn| > tenemos que 






IoatI 


Es decir, todos los ceros de qn{z) (para todo n) están en Bm = {z € <C : \z\ < M}. 
Si \xn\ —> oo, entonces obviamente dist{xn, Bm) —> oo. Ahora, si {akri\k=i denota 
el conjunto de los ceros de qn{z), entonces obviamente qn{z) = aArnnfc=i('^ ~ <afcn) 
y, por tanto. 


N 


|<7n(a:„)| = luATnl \xn “ «fenl > (dist(a;„, Bm))^ -> 00 . (n 00 ) 


k=l 


□ 

COROLARIO 21. Sea P{x,y) G un polinomio algebraico de grado menor o 
igual que m en ambas variables. Supongamos que existen m + 1 números distintos 
{ak}'k=i y sucesiones de puntos del plano {{uk^n,Vk,n)} tales que Uk^n + Vfc.n Uk 
para n —)■ 00 para fc = 1, 2, • • • , m + 1. Supongamos, además, que \uk,n\ —>■ 00 para 
n ^ 00 y que {í’(ufc,n, es una sucesión acotada para cada k. Entonces 


P{x,y) = A^ix + y), 


donde Ag es un polinomio en una variable, de grado < m. 

Demostración. Consideremos el cambio de variables g}{x, y) = {x,x + y). Si deno¬ 
tamos fi = X, f 2 = x + y, entonces y = f 2 — fi y, consecuentemente, todo polinomio 
P(x,y) = G admite una representación del tipo 


P{x, y) = - /i)^ 

¿^0 j=0 i—o j=0 

m m ^ 

¿^0 i—o s—o ^ 

m m 3 / .X 

¿^0 i—o s—o ^ 

2m 


= E^*(/2)/Í 

2m 




donde A¿(í) es un polinomio en una única variable, de grado < m, para i = 
0,1, • • • , 2m. Una vez hemos representado el polinomio P{x,y) de la forma an¬ 
terior, tomamos {{uk,n,Vk,n)} y {exk} verificando las hipótesis del corolario. Sea 



20 


TEOREMAS DE FrÉCHET, MONTEL Y POPOVICIU 


N = ináx{¿ G {0, • • • , 2m} : Ai ^ 0}. Entonces 

N 

P{x,y) = ^ A(x + y)x' Y Ajsf 

i^O 

Queremos demostrar que N = 0. Supongamos, por el contrario, que > 1. Vamos 
a demostrar que Apf{ak) = 0 para k = 1, 2 , • • • , m + 1, lo cual implicaría que 
Aat = 0 pues AN{t) es un polinomio de grado < m. Supongamos, por el contrario, 
que Ais¡{ak) 7 ^ 0 para algún k. Consideremos el polinomio 


N 

p{z) = ^Ai{ak)z'' 

Como {uk,n + Vk,n} —> ctfe para n —>■ c», y las funciones Ai(t) son continuas, sabemos 
que {Ai{uk,n + Vk,n)} —>■ Ai{ak) para todo i G {0, l,--- ,N}. Es más, podemos 
asumir sin pérdida de generalidad que \Ai{uk,n + Vk,n) — Ai{ak)\ < \Aiq{ak)\l‘¿, 
í = 0,l,---,-/V, nGN. Si consideramos los polinomios 


N 

Qn('^) — ^ ^ Ai{uk^n “f 7 ^ ‘ ' ) 

i=0 


y usamos el Lema 20 obtenemos que |gn(u/c,n)| —>■ oo para n —7 oo. Sin embar¬ 
go, \qn{uk,n)\ = \Pluk,mVk,n)\, pue es una sucesión acotada. Esto nos lleva a la 
conclusión de que Aj^^ak) = 0 forzosamente, que es lo que buscábamos. □ 

Demostración del Teorema de Montel-Popoviciu (Teorema 18). 

(i). Sea / : K —>• M tal que 


= A'^Yfi^) = 0 para todo a; G K, 

Sea íco G K y consideremos el polinomio de interpolación de Lagrange (en dos varia¬ 
bles X, y) que interpola la tabla de valores fij = f{xo + ihi -|-jÚ 2 ), í, j = 0,1, • • • , m, 
en los nodos (¿úi, j7i2), í, j = 0,1, • • • , m. Es decir, 


P{ihi,jh 2 ) = f{xo +ihi +jh 2 ), ¿,j = 0, l,- - • ,to. 


Vamos a demostrar que f{xo + ihi + jh 2 ) = P{ihi,jh 2 ) para todo i,j G Z. Para 
verlo, observemos que 

m+l / I 1 \ 

0 = A;r+V(^o+jM = Erfc (-ir+'-V(^o+A:Ai+j/i2) 

^ j(~^)'^^^~'"f(^o + khi+jh2) + f{xo + {m + l)hi+jh2) 
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Por otra parte, como P{x, y) = si fijamos y = j /12 y considera¬ 

mos la función g{x) = P{x,jh 2 ), resulta que g es un polinomio de grado < m, por 
lo que A'^'^^g{x) = 0 para todos los valores x,h gR, de modo que 


0 = Al+^g{0)=f^(^^^^y-ir+^->^g{kh,) 

m / I 1 \ 

" + P{{m + l)hi,jh2) 

m y I 1 \ 

~ \ k ^ f{xo + khi + jh2) + P{{m + l)hi, jh2). 

Se sigue que P{(m -I- l)hi,jh 2 ) = f{xQ + (jn + l)/ii + jh 2 ). Si hubiéramos partido 
del polinomio de Lagrange que interpola los valores /í j = /(xq + ihi + j 7 i 2 ) para 
i = ,m en los nodos (ihi,jh 2 ) (que, como acabamos 

de demostrar, coincide con nuestro polinomio P{x,y)), el mismo argumento nos 
llevaría a la conclusión de que también P((to-|- 2 )/ii, j/ 12 ) = /(xq + {m + 2 )hi+jh 2 ). 
De forma similar, despejando esta vez el primer término de la sumas en vez del 
último, y tomando como punto de partida la igualdad A^^^f{xo — hi + jh 2 ) = 0 , 
podríamos concluir que -?(—hi, j/ 12 ) = f{xo — hi+jh 2 )- Repitiendo estos argumentos 
infinitas veces (tanto hacia delante como hacia atrás), se obtiene que P(fc/ii, j/ 12 ) = 
/(xq + khi jh 2 ) para todo A: € Z y _) = 0,1, • • • , m. Ahora, tomando la función 
h{y) = P{ihi,y), podemos argumentar de modo similar que, en realidad, 

P{ihi, jh 2 ) = /(xq + ihi +jh 2 ) para todo {i,j) € I?■ 


Por otra parte, el polinomio P(x, y) = (^t,sX*y^ para ciertas constantes 

Ot^s, por lo que, gracias a lo ya expuesto en la demostración del Corolario 21 también 
admite una expresión del tipo 


2m 

P{x,y) = '^A,{x + y)x\ 

i=0 

con Ai(t) un polinomio de grado < m para cada i. 

(ii). Supongamos ahora que hi//i 2 ^ Q y / está acotada en un cierto intervalo 
(a, 6 ) con a < b. Como / 11//12 es irracional, sabemos que los puntos {xq + ihi + 
jh 2 }i,j^z forman un subconjunto denso de la recta y, por tanto, fijados m -I- 1 ele¬ 
mentos distintos {ctk}'k=i C (a, b), existen infinitos valores enteros ik,n^jk,n tales que 
LJfc<m-t-l P í/c,n^l C (d, 6 ), lim^j—^oo (ífc,n^l jk, 71 ^ 2 ) — OCk Xq, 

lím„_>oo \ik,nhi\ = 00 , fc = l,2,---,m-|-l. Como P{ihi,jh 2 ) = /(xq -f ihi + j/i 2 ) 
para todo (¿,j) G Z^, podemos utilizar el Corolariopara concluir que P{x,y) = 
Ao(x + y). En particular, 

/(xo + ihi +jh2) = Ao{ihi + jh2) para todo (¿,j) G Z^. 
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Esto, unido a que Ao{t) es un polinomio de grado < m, y a que todos los cálculos 
anteriores son válidos independientemente del punto xq, implica que 

0 x e K y todo {i,j) G Z^. 

{iii). Supongamos ahora que / 11//12 ^ Q y / es continua en m + 1 puntos distintos 
Esto obviamente implica que / está acotada en un intervalo abierto no 
vacío y, por tanto, para cada xq G K, existe un polinomio (t) de grado < m tal que 
f{xo + ihi +j7i2) = Axg (ihi +jh 2 ) para todo {i,j) G Z^. Decir que / es un polinomio 
algebraico de grado < m equivale, por tanto, a decir que Axg(x + xi —xq) = Ax^(x), 
independientemente de los valores de xq y xi. Para ver esto, basta observar que, al 
ser xi arbitrario, y teniendo en cuenta la definición de A ^-^, sabemos que 

/(^i) (0) AxqÍ^xi ^ 0 ); 

es decir, f{t) = A^^^t — Xq) para todo valor í G M, que es lo que buscamos. 

Ahora bien, hay que probar la identidad Ax„{x + xi — xg) = Aa;j(a;) o, lo que es 
equivalente, Axg(x) = Axg(x + xg - xi). Tomemos ik,n, jk,n,ik,n^ jk,n £ ^ tales que 
Xg + ik,nhi + jk,nh 2 ^ Sk, y Xi + ^ «fc, para fc = 1, 2, • • • , m + 1, y 

consideremos el polinomio C{x) = Axj^{x + xq — xi). Entonces 

f{sk) = lím /(xo + + jfe,„/i 2 ) 

n—>-oo 

= Km Aj;g{ik,nhi +jk,nh 2 ) = A^g{sk - xg), l<k<m+l. 

n—>-oo 

Por otra parte, 

f{sk) = \ím f{xi+il hi+j¡, h 2 ) 

n—>-oo ’ ’ 

= Km A^g + jl „/i 2 ) = (sfc - xi), 1 < fc < m + 1. 

n—>-oo ’ ’ 

Por tanto, 

C{sk-Xg) = A^^{sk-Xg + Xg-Xi) = A^-g{sk-Xi) = Axg{sk-Xg), l <k < ITl + l. 

Es decir, C'(x) y A^g coinciden en al menos to + 1 puntos, por lo que son en realidad 
el mismo polinomio. Por tanto, Aj;g{x) = Ax-¡^ (x + xq — xi), que es lo que queríamos 
demostrar. 

□ 

5. Descripción cualitativa de los graeos de los polinomios 

DISCONTINUOS 

La técnica de interpolación utilizada por Popoviciu para su prueba del Teorema 
de Montel (mejorado), se puede aprovechar para el estudio cualitativo del grafo de 
un polinomio discontinuo. Concretamente, se puede demostrar el siguiente resultado, 
que generaliza el Teorema de Darboux para la ecuación de Cauchy al contexto de 
los polinomios generalizados (el contenido de esta sección se basa muy fuertemente 
en nuestro artículo [^, pero en el caso de funciones reales de una variable real, se 
pueden consultar también los trabajos anteriores 0y i): 
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TEOREMA 22 (Descripción de G{f) para funciones de una variable). Si f :M. ^ 
M satisface la ecuación funcional de Fréchet 

f{x) = 0 para todo {x, h) G 


y no es un polinomio ordinario, entonces f no está acotada en ningún intervalo 
abierto no vacío. Además, para todo a; G M existe un intervalo no acotado Ix G M. 

__p2 

tal que {a;} x Ix Q G{f) . Finalmente, G{f) 

Demostración. Si / : K 


contiene un abierto no acotado. 

. es una solución de la ecuación de Fréchet = 0, 


entonces el apartado {i) del Teorema 18 se puede mejorar, al demostrar que, en 
realidad, 


(i)* Para cada a:o G M, y para cada hi, /12 G M, existe un único polinomio P{x, y) G 
tal que f{xo + rhi + s/ 12 ) = s/ 12 ) para todo (r, s) G Q^. 

Para verlo, basta comprobar que, si aplicamos {i) del Teorema]^ a / cambiando los 
pasos hi, /i 2 por hi = h\/p, /12 = ^ 2 / 9 , respectivamente, donde p, q son dos números 
enteros (no nulos) arbitrarios, el nuevo polinomio, que denotamos por P*, coincide 
con el polinomio original, P(x,y), en una malla infinita de puntos, pues 


P(ihi,jh2) = f{xü+ihi+jh2) = f{xQ+iph\Fjqh2) = P* {iphl, j qh^) = P*{ihi,jh2) 


para todo i,j G Z, por lo que en realidad son el mismo polinomio, lo cual implica 
obviamente (i)*, pues p,q eran enteros (no nulos) arbitrarios. 

Se sigue que, si — 0 para todo h y PxoMMÍ^^v) denota al polinomio de 

que satisface (¿)*, entonces 


ííxoMM ■= {{^0 + u F V, PxoMMÍ"^^^)) : G K} C G{f) 


( 11 ) 


pues Q es un subconjunto denso de K. Lo interesante ahora es, pues, estudiar los 
conjuntos Txo,hi,h 2 - Si Pxo,hi,h 2 {^^y) — + v) para cierto polinomio A, entonces 

el conjunto Txo^hi,h 2 tiene interior vacío y, de hecho, no es más que el grafo de un 


polinomio algebraico ordinario, por lo que, en este caso, la propiedad ( 11 ) no dice 


gran cosa. Sin embargo, podemos demostrar que, si / es solución de la ecuación de 
Fréchet = 0 y no es un polinomio algebraico, entonces existen xq, hi, /i 2 G K 

tales que Pxo,hi,h 2 {x,y) no es un polinomio en la variable x F y. Concretamente, 
demostramos que, para valores apropiados de Xo,hi y / 12 , 


N 

PxoMFÁ^^y) = ^^i{.xFy)x\ con Aw(í) 0 y A > 1 , 

z=0 


( 12 ) 


donde A¿(í) es un polinomio de grado < m para i = 0, l,--- ,N. Evidentemente, 
si se satisface (12), entonces, para cada a G M \ Z{Am) (donde Z(Ajv) = {s G 


: AAf(s) = 0 } es un conjunto de a lo sumo m puntos), tendremos que Pa{x) = 

N 

i=0 - 

es un intervalo no acotado. Además, 


Pxo.hiMÍx, a — x) = un polinomio no constante y, por tanto, Pa 









24 


TEOREMAS DE FrÉCHET, MONTEL Y POPOVICIU 


Es decir, si demostramos (12), entonces / no podrá ser localmente acotada y, para 


todo a; S M existirá un intervalo no acotado /x C M tal que {x} x C G{f) . 

Veamos, por último, que si P = PxoMM satisface ( [I^ , entonces con¬ 
tiene un abierto no acotado. Para comprobarlo, definimos la función yi : —?> 


íp{x, y) = {x + y + Xo, P(x, y)). 


Un sencillo cálculo nos revela que 


N 


áeiíp'{x,y) = Py - = - X^kAkix y)x 


k-l 




es un polinomio no nulo y, por tanto, Í7 = \ {{x,y) : detíp'{x,y) = 0} es un 

abierto no vacío del plano (de hecho, es un abierto denso en el plano). Podemos, 
pues, utilizar el teorema de la aplicación abierta para funciones diferenciales con la 
función (/?, concluyendo que W = es un abierto de contenido en rxo,/ii,?i2- 
Las inclusiones {xq -|- a} x Pa(R) C Pxo./ti.íis demuestran, además, que W no es un 
conjunto acotado. 

Veamos ahora que, en efecto, se satisface la relación (12) para cierta elección 
de Xo,hi,/i2. Si esto no fuera así, entonces, fijados todos los polinomios 

PxoMMÍ^^v) serían de la forma PxqMMÍ^^v) = + v) P^ra cierto polinomio 

de grado < m. Como hemos supuesto que / no es un polinomio algebraico, esto 
implicará la existencia de dos puntos distintos xo,xi tales que ^ Axg{xi—xo). 

Consideremos ahora el polinomio Pxo^xi-xoMi^^y)^ cual, por hipótesis, debe ser 
de la forma Pxg.xi-xoM v) = + v) para cierto polinomio A{t) de grado < m. 

Un simple cálculo nos conduce a que 


A{xi - Xo) = Pxo.xi-xoMÍ^i - 2:0,0) = f{xo + {xi - Xo)) = /(xi) = A^^id). 


Por otra parte, para cada j € Z, tenemos que 


^(j^2) = Pxo,xi-xo,h2Í0Gh2) = f{xo+jh2) = A^g{jh2), 


por lo que A y A^^g coinciden en infinitos puntos y son, en consecuencia, el mismo 
polinomio. Se sigue que ^^^(O) = Axg{xi — xq), lo cual contradice la hipótesis de 
que / no es un polinomio. 

□ 

El resultado anterior puede generalizarse al caso de varias variables: 

TEOREMA 23 (Descripción de G(/) para funciones de varias variables). Si f : 
R" —>■ K satisface la ecuación funcional de Fréchet 

A’ff+^fix) = 0 para todo x, h S M", 


y /(xi, • • • , x„) no es un polinomio ordinario, entonces f no está acotada en ningún 

-jjii+i 


abierto no vacío. Además, G{f) contiene un abierto no acotado. 
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Antes de abordar la prueba del Teorema es necesario introducir algunas cons¬ 
trucciones, así como varios resultados técnicos relacionadas con ellas. Para empezar, 
observemos que si / no es un polinomio algebraico en sentido ordinario, entonces 
existen s S { 1 , • • • , n} y (oi, 02, • • • , Os-i, Og+i, • • • , o„) G (valores que deja¬ 

mos fijos a partir de ahora) tales que 


g{x) = /(ai, 02, • • • , Os-i, a;, a^+i, • • • , a„) 


no es un polinomio algebraico. Esto ha sido demostrado de varias formas y puede 
consultarse, por ejemplo, en Además, si tenemos en cuenta la demostra- 

22 sabemos que, si denotamos por Pxo,a,i 3 Íx, y) al único polinomio 


ción del Teorema 
de tal que 


Pxo,a,i3{ia,jl3) = g{xo + ia + jP), para // = 0,1, - • • , m. 


entonces existen Og, úg, G K, 1 < N < 2m, y polinomios G Ilm, k = 

0,1, • • • ,N tales que 


N 

Pa,,h,,h„+i {x, y) = '^Ak{x + y)x^, donde An ^ 0. 
k=0 

Dejamos también fijos en todo lo que sigue los valores Og, úg,y tomamos 
a = (ai, ■■ ■ ,an) € K", hi, - ■■ , hg_i, úg+i, /i„+i G K \ {0} (también fijos), y 7 = 
{^fclfeii C M" \ {(0, 0, • • • , 0)}. Entonces, gracias a la técnica del producto tensorial, 
es fácil demostrar que existe un único polinomio algebraico P{ti, • • • , í„+i) G 
tal que 


n+1 

¿2^2; ‘ ‘ ‘ ; '¿n+l^n+l) ~ f {p P E ikhkVk), para 0 <¿fc<m, l<fc<n-|-l. 

k=l 


Dicho polinomio lo denotamos, a partir de ahora, por Pa,h,-f, donde h := (úi, • • • , hn+i). 
La demostración del Teorema 23 se apoya en varios lemas que enunciamos y demos¬ 
tramos a continuación. 


LEMA 24. Se satisface la siguiente relación: 


n+1 

T’a,?i.7(*iúi, ¿2/12, • • • , in+ihn+i) = /(a+^ ikhkVk), para todo (zi, • • • , z„+i) G 

k=l 


Demostración. Fijemos los valores de fc G {1, ■ • • , n -I- 1} y ¿1, ¿ 2 , • • •, ik-i, ik+i, 
• • • , € {0, 1 , * * * , m}, y consideremos el polinomio 

Qk (^) — ‘ ‘ ‘ 5 ^/c——^fc+1 ^Ai+l 5 ‘ ‘ ; ^n+1 ^n+1) ■ 
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Es evidente que G y, por tanto, 

m+1 


/ -L 1 \ 
r=0 ^ 


= E 


r=0 


m +1 


( 1) 7^/í:— 1 1 j ^ i^fc+l^fc+lí’*' ; ^n+1 ^n+1) 


+<?fe((TO + í)hk) 

m y I 1 \ 

E(^^ E ijhjVj+rhkVk) + qk{{m+l)hk) 

r=0 ^ ^ (0<i<n+l; j^k) 


= Ar+/(o+ -/(a+ E + (to +l)/ifeí^fc) 

(O^jXn+l; j+fc) j+fc) 

+<?/c((m + í)hk) 

= qk{{m + l)hk) - f{a+ ^ + (m + l)/lfc^'fe)• 

(0<j<n+l; 

En consecuencia, tenemos que 


qk{{m + l)hk) = Pa,h,'yiiihi, • • • , ik-ihk-i, {m + l)hk, ik+ihk+i, • • • , in+ihn+i) 
= /(«+ E ijhjVj + {m + l)hkVk) 

{0<j<n+l- j^k) 

y, repitiendo el mismo tipo de argumento (tanto hacia delante como hacia atrás, y 
para cada k G {!,■ ■ • ,n + 1}), obtenemos que 


n+1 

Pa,h,'y(j'l^l-; ^ 2^2 7 ‘ ‘ ‘ 7 ^n +1 ^n+ 1 ) — f ^ ^ '^k^k^k ) 7 pS-ia todo (+,***,, 


que es lo que queríamos probar. □ 

LEMA 25. Se satisface la siguiente relación: 

n+1 

Í'a,/i, 7 (?^i/^i,í’ 2 ^ 27 * * * ,rn+i/in+i) = /(«+X! para todo (ri, • • • ,rn+i) € 


Por tanto, G{f) contiene al conjunto donde 

n+1 

+7(^17 ' ' ' 7 ^n+l) — ^ ^ tf^Vkj Pa,h./y{tl-, ‘ ‘ ‘ 7 ¿n+l))- 

fe=l 


Demostración. Basta tener en cuenta que, sipi,p 2 , • • • ,Pn+i G Z\{0}, y aplicamos 
el Lema 24 al polinomio P*{ti, - ■ ■ , í„+i) que satisface las relaciones de interpolación 


n+1 

P ('¿l/í'X+2^25 ‘ ‘ ‘ 7 ¿n+l^n+l) ~ f P E ikh'lvk)^ para 0 < 2 fc<m, 1 <A:< 7 t,+ 1 , 
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donde /ij = hk/pk, fc = 1, • • • , n + 1, entonces 


P*{Ílhi,Í2h2, ■ ■ ■ ; ^n+l^n+l) 


P'‘{piÍlhl,p2Í2h2, • • • ,Pn+lWl^n+l) 

n +1 

/(Q+y]pfc4^fc'^/c) 

k^l 

n +1 

Pa,h,j ^2^2; ‘ ‘ ‘ j ^n+1 ^n+1) ; 


para 0<¿fc<myl<A:<n + l, por lo que P* = Pa,h,-y, lo cual nos conduce a la 
identidad buscada, pues pi,p 2 , - ■ ■ ,Pn+i S Z \ {0} eran arbitrarios. □ 

LEMA 26. Si imponemos Vk = Ok para fc = 1, 2, • • • , n y u„_|_i = e^, donde 
e, = (0, 0, • • • , ^ ¿ = 1,... , n, 


entonces 


‘ ; ^n+l) — “t“ (¿1, ‘ ‘ ‘ , ¿s —1; ¿s “1“ ^n+l? ^s + 1; ' ' ' i ^n) i Pa,h,^{tl: ‘ ‘ ‘ : ^n+l))i 


y 

N 

Pa^h.y (0;*'' 5II; ¿n+1) — Pas,hs ,hn+i (¿s ; ¿n+1) — ^ ^ ^kits “t" ¿n+1 )¿s • 

k =0 

Demostración. Es trivial. Se trata simplemente de imponer las sustituciones in¬ 
dicadas (i.e., Vk = efe para fc = 1,2, • • • ,n y Vn+i = Cg) y utilizar la definición del 

polinomio Pa,,/i,A„+i- □ 

El siguiente lema es un resultado conocido en Geometría Algebraica. Incluimos la 
demostración con el objetivo de que nuestra prueba del Teorema[^quede establecida 
con nitidez en todos sus aspectos. 

LEMA 27. Supongamos que V C K" es una variedad algebraica, V ^ K". Entonces 

V no tiene puntos interiores. 

Demostración. Un sencillo cambio de coordenadas permite reducir la cuestión a 
conocer si el origen de coordenadas puede ser un punto interior de V. Procedemos 
por inducción sobre n. Para n = 1 el resultado es claro (es decir, si 0 S Int(U), 
entonces U = M). Supongamos que el lema es cierto para n y asumamos que 0 = 
(0, • • • , 0) S U C ]R"+^. Si 0 G Int(U) y H C es un hiperplano que pasa por el 
origen de coordenadas, entonces lU = Unií es una variedad algebraica que, al estar 
contenida en ií ~ K”, podemos interpretar de forma natural como una subvariedad 
algebraica de M". Además, el origen de coordenadas es un punto interior de W (en 
la topología heredada de H, que es la que tiene como subvariedad de K"). Por tanto, 
la hipótesis de inducción nos dice que V H = W = H. Como esto es cierto para 
todos los hiperplanos H que contienen a 0, y éstos recubren concluimos que 

V = □ 
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Demostración del Teorema |23| Utilizando la primera igualdad del Lema [261 se 
sigue que 


= 


r 1 

0 

0 

0 

0 

0 1 

■ 0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

• • 0 

0 

0 

0 

1 

0 

dPa . h.-y 

dPa . h.-y 

dPa , h .-, 

dPa . h .-, 

dPa , h ,-, 

dPa , h .-, 

L dti 

¿3*2 

9*3 

dts 

din 

9í„+i J 


(13) 


y, por tanto, desarrollando det por la última fila, obtenemos que, usando la no¬ 
tación abreviada P = Pa,h,-y, 


dP 


; Ín-\-l') ■— det ‘ ‘ ‘ ; in+l') 

BP 

= • • • ,í„+i) • (-1)"-^ + > Wi) 

, dP dP.. , 

“ (757 vcy )(íl) ■ ■ ■ J in+lj- 

Btn +1 Otg 


Si evaluamos el polinomio ^ en el punto (0, 0, • • • ,0,ís,0,--- ,ín+i) y usamos la 
segunda igualdad del Lema[^ entonces tenemos que 

N 

detv:^'^(0,0,* • • ,0,¿s,0, • • • ,¿n+i) = - ^kAk{ts +¿n+i)ís"^ ^ 

k^l 


es un polinomio algebraico ordinario no nulo en las variables íi, • ■ ■ ,ín-i-i- Por tan¬ 
to, si tenemos en cuenta el Lema |27| podemos afirmar que la variedad algebraica 
asociada, 


Z(det = {(oi, • • • , a„+i) e ]R”+^ : det • • • , a„+i) = 0} 


es un subconjunto cerrado propio de K”+^ con interior vacío. Se sigue que fl = 
M"+^ \ Z{áeip'^) es un abierto no acotado y, gracias al Teorema de la aplicación 
abierta para funciones diferenciables en dimensión finita, p~f{^) es un abierto de 
4-1 — 

K"”'" que está contenido en G{f) , que es lo que queríamos probar. La parte de 
no acotación de se sigue directamente de la segunda igualdad del Lema 

□ 
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